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Résumé—A I'époque actuelle, les transferts de chaleur et de masse dans les écoulements turbulents sont d’'un
trés grand intérét, tout spécialement quand le nombre de Prandtl ou le nombre de Schmidt est trés différent de
1. Nous présentons tout d’abord quelques résultats concernant les champs turbulents isotropes quand les
termes de transferts sont négligés. Des relations simples entre les deux champs peuvent étre mises en évidence
si on suppose que le champ thermique est nécessairement contrdlé par le champ cinématique. Avec un
modéle simple concernant les termes de transferts, on obtient une solution approximative valable pour
I'ensemble du spectre. Cependant, une telle solution ne peut pas donner d’informations précises quant au réle
jotu par le nombre de Prandtl ou le nombre de Schmidt sur les petites structures turbulentes. Un intérét
spécial est porté sur les petites structures en supposant un état d’équilibre et en introduisant un certain
nombre de réajustements classiques, une forme spectrale est donnée pour les quantités scalaires. En
choisissant une échelle de temps convenable, cette solution générale est conforme a celle donnée par

Batchelor et Corrsin.

NOMENCLATURE
F(k, t), spectre tridimensionnel d*énergie ;

Symboles grecs

a,

constante de Kolmogorov;

F,..(ky, 1), spectre unidimensionnel dans la B, constante d’Obukhov—Corrsin ;
direction k, des fluctuations de 7, coefficient de diffusivité du champ
la composante u; de la vitesse ; scalaire ;
F,(ky,t), spectre unidimensionnel dans la g, dissipation;
direction k,, des fluctuations N egalisation scalaire ;
scalaires: V314 ys\ 1/4 VJ’Z L 1/4
g.(k), fonction du nombre d’onde; ", = (}‘) Me = <—£-) My = (T) ’
Gk, 1), spect.re tridimensionnel des quantités echelles de longueur de K olmogor év,
scalaires; , ) Corrsin et Batchelor;
H,(x), poly nome d Herrplte; No» echelle de longueur scalaire, du type
Hik, t),spzlct.re tridimensionnel de transfert K olmogorov:
scalaire ; : . .
k, mo ‘_1“1? du nombre d'onde; 0, g}xiuz%?)c:g ?es quantités scalaires
ki, p .ro_]ec?tlon du nombre d’onde dans la 0y,  echelle scalaire du type Kolmogorov;
direction 1; 2,2, microéchelles de Taylor cinématique
L,L,, echelle intégrale de longueur e . y qu
. . . et scalaire;
cinématique et scalaire; v, viscosité cinématique ;

Pr,  nombre de Prandtl;
4%  =uP+uf+uletu; = @H)"?;

Qi(r,t), = u,(P) u;(P¥);

&1,&,,&,, composantes de PP*.
o(k,t), taux de transfert donnant le flux a

travers le nombre d’onde k;

- - 12 ot
Oulr, 1), = B(P)-6(P%); T, (v/;s) , temps .caracterlsthue du
gt 2y 242 = PP transfert spectral ;
re, ={i+&+E3=P > = r/8VE)2, 5 = pf(Bur)L2
Re,, nombre de Reynolds de la turbulence ; Koo =18V, g, = /@0,
i . > variables physiques adimensionnelles.

Siko = ti(P)-ux(P) 4, (P*); LEs PROBLEMES de transfert de chaleur et de masse ont
Sokor = 0(P) ug(P)-8(P*); retenu depuis longtemps Pattention des industriels et

Sc¢,  nombre de Schmidt ;

T(k, t), spectre tridimensionnel de transfert
cinématique;

uy, u,,u3, composantes de la fluctuation du
vecteur vitesse instantané;

vy,  echelle de vitesse de Kolmogorov;

Xy, X4, X,, referentiel de base orthonormé.

des chercheurs. L'idée de se référer pour les traiter 4 la
cinématique du champ, a conduit 4 I'analogie de
Reynolds qui ne cesse pas d’étre utile au moins dans les
cas simples. La fragilité de cette approche fut signalée il
yavingt ans environ, quand fut mise en doute la réalité
physique du coefficient de diffusion turbulente in-
troduit par Boussinesq. Fondamentalement I’assi-

* Maitre assistant.
+Professeur.

HMT 2]:8—a

milation d’un transfert d’une quantité scalaire au

transfert d’'une quantité vectorielle parait délicate ne
serait-ce que si 'on se place au niveau de ’homogénéité
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mathématique du probléme. Des comparaisons entre
grandeur de méme nature tensorielle paraitraient plus
plausibles et ¢est ce que suggérent Fulachier et Dumas
{17 une certaine évidence algébrique apparaissant lors
d’une comparaison dans le cadre de champs turbulents
homogeénes [ 2].

L’histoire d’un scalaire dépend d’autant plus de la
cinématique sous-jacente que les nombres de Prandtl
ou de Schmidt sont voisins de 'unité. Une meilleure
compréhension des phénomenes implique nécessaire-
ment Pemploi de fluides particuliers présentant des
propriétés moléculaires succeptibles d’assurer un cer-
tain découplage: si le nombre de Prandtl ou de
Schmidt est trés petit les phénomeénes de diffusion
Pemporteront, dans le cas contraire (Prou S¢ = 1) le
role de la cinématique doit étre important quelles que
sojent les échelles concernées.

On s’efforcera de relier entre elles les idées qui ont pu
étre émises concernant les mécanismes, en se plagant le
plus souvent dans l'espace spectral. Malheureusement
une certaine pénurie de résultats expérimentaux fiables
se fait sentir, aussi bien lorsqu’il s'agit d'étudier
'évolution de quantités scalaires dans la période finale
de la turbulence, que lorsqu’on cherche & déterminer
Pévolution, de ces mémes champs scalaires, dans des
fluides 4 nombre de Prandtl ou de Schmidt tres
différents de 'unité.

1. REMARQUES CONCERNANT LA PERIODE FINALE
D’EVOLUTION DE LA TURBULENCE ISOTROPE
Dans un premier temps on s'efforcera de tirer un
certain nombre d'information des équations de cor-
rélation en deux points P et P* distantsde r(£;) pour les
champs cinématiques et scalaires:

Dans Ie cas ou les effets non linéaires sont négligés, il
existe alors des solutions exactes aux relations simp-
lifiées:

¢ 0*
= Qu=2v Oy (3)
ct 0C xOCk,
o S 4)
E?t oy T = ‘ Ch(}k i
données par Agostini et Bass [3] sous la forme:
Qulr, 1) = H (}’.;HL Hs(/dq
c Ap
+Z;T,2Hzpu1(yq)}exm (5)
3
B B .
Quolry t) = [IT/IE H,y (o) + 75/27 Hy(x0)
s BP 23 6
+ ; P 1‘»2’H2p—1(Xa) exp{—x») (6}

Cravpy Rry ot |
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ou les H,, , sont les polynomes d'Hermite. y,
= ri8vt) Ry, = iyt

L'ajustement des constantes intervenant dans ces
solutions devra tenir compte entre autre de Péquation
de continuité. Cette derniére implique la nullité de
I'intégrale du moment d’ordre deux soit:

A

l rQ, dr = -

o U
d'ou 4, = (. Pour le moment d'ordre quatre il vient
alors:

A

\ "4Qifd3'

2 0

mi

T(8PY I+ 34w Ry

i

|

= 34, 8 = O (X3

Dans ce cas particulier cette integrale est invariante,
les moments d’ordre supérieur donnant des fonctions
du temps si 4, % 0. En bref on peut dire que la nullite
de I'intégrale d'un moment conditionne en partie la
géométrie de la courbe de corrélation, tandis que ia
constante de lintégrale suppose une certaine dyna-
mique des structures.

Parallélement on trouve pour le champ scalaire:

‘g
} 20, dr = flﬁ Koyt igtl

L 91
0 2

el

> r

‘ r*Q,.dr = —3iB
[t]

(8 3By AR (1)

De méme que I'incompressibilité du ftuide entraine une
condition sur la constante A4, soit 4, = 0, une con-
dition physique doit étre recherchée de fagon a de-
terminer la constante B, relative au champ scalaire.

Pour 1 -+ o et r =0 les solutions 5 et 6 donnent
compte tenu de (7):

124, , 2B,
4 (1) ~ »1'5:"2" iy ~ ;3 3
ce qui entrainerait:
o
lim 5 =
e (A

ceci laisserait penser qu'il puisse exister des fluc-
tuations du champ scalaire ), sans fluctuation de
vitesse, sitpation que nous rejeterons.

En conséquence nous penserons que la fimite du
rapport 82(£)/g'*(t) doit étre finic ou a la rigueur nulle,
condition qui entraine la nullité de la constante B,
intervenant dans la solution scalaire (6} Par suite.
Vinvariant de Corrsin [4] pour les quantités scalaires
est nul, soit:

R

' Vle//J("n l)({}‘ =1{) (1
JQ
et d’aprés (1))
| Qulrndr =3Byt S8t = (12)
SO
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ce qui introduit un nouvel invariant scalaire analogue
a Pinvariant cinématique (8) dans le cas particulier de
la période finale de la turbulence scalaire.

Les équations de bilan spectral écrites dans ce méme
cas particulier ou les termes de transfert sont négligés
deviennent:

2

Fik, )= —2vk*F(k, 1)
ot

(13)

%G(k, t)= —29k*G(k, t) (14)

leur solution exacte, compte tenu des considérations
physiques précédentes est donnée par [2,5]:

F(k,ty = —1284,2v/n)*k* exp (—2vk>t) (15)
G(k,ty = —128B,(2y/n)"2k* exp(—2yk>t). (16)

Les relations de passage entre les structures du
champ scalaire et celles du champ cinématique
s’écrivent dans l'espace spectral:

Glk/y'2,t) = ProY3(By/A,)F (v, 1) -

= Pr 2@ g ) (kv'72, 1) (17
et dans l'espace physique
Qrm(ryuza t) = (9'2/4'2 )Qii(rvllz’ t)- (18)

La liaison entre les deux champs cinématique et
scalaire est donc explicitée dans ce cas particulier de la
turbulence isotrope examinée dans sa période finale.

1L ETUDE PHENOMENOLOGIQUE DES
FONCTIONS SPECTRALES F ET G DANS LE CAS
DE LA TURBULENCE ISOTROPE

On sait par les résultats expérimentaux que les
grosses structures des spectres cinématiques et ther-
miques vont rester sensiblement liées, cefte dé-
pendance ne subsistera pas pour les petites structures
qui vont se différentier forternent suivant la valeur du
nombre de Prandtl. On peut dans ce cas prendre en
considération le spectre de transfert & travers un
modéle du type Onsager que I'on écrira

1011

a
T Py otk )F(k, 1) (19}

H= —ia,,(k, Gk, t). (20)
ok
Nous nous attacherons plus spécialement au type de
liaison possible entre champs scalaires et champ de
vitesse. On peut tenter de résoudre les équations de
bilan spectral

éa-tF(k, 8) =Tk, t) = —2vk*F (k,t) (21)

%G(k, H—H(k, t) = —29k*G(k, 1) (22)

par une schématisation de la solution. Pour un nombre
de Reynolds Re, suffisamment grand celle-ci sera mise
sous la forme [5]:

F(k,t) = Fy(t) Fy (kL) Fy(kn)
Gk, 1) = Gt(t)’ GZ (kLu) Gl(k’?u)

(23)
(24)

ou L et L, sont des échelles intégrales de longueur,
dépendantes du temps, correspondant a une hypothése
de similitude sur les grosses structures du spectre, 7 et
7, sont des échelles caractéristiques des petites struc-
tures correspondant 4 une hypothése de similitude sur
les petites structures. Ainsi se trouvent introduites
deux métriques correspondant chacune a une région
du spectre. Si ces deux métriques sont soit constantes,
soit des fonctions puissance du temps, elles sont reliées
par:

dl dIL
—Iny =—In
adt " de

et

d d
b—hy,=-—InL,
dr de

ou a et b sont des constantes 4 déterminer. La solution
des équations est alors donnée sous la forme [5]:

d d ] dInF,(kL)] d
Fik t) koalnﬂ'{‘ﬂ(ko,?,) k2vk2+azlnF,(t)- 1+(1—a)——5-ﬁ:—]‘€-—‘}gt—ln
— exp— dk 25)
Flleo,1) k d Ing+olkt) ko kd Ing+olk,t)
ar et PP
d d "’ 0lnG,y(kL,)]d
Gl 1) kod—tlnﬂn”i“ffn(kmf) kz?’kz‘i”a‘t‘ln G1(t)*[ 1+(1"b)‘—a‘“1':1-(};—{—]a; "
A exp — dk 26
Gl 1) P L 26

d
k—Inn,+o k¢t
o a4k 1)

d
ka’?[n ato,k,t)

ou ky, est trés voisin de zéro. Ces relations contiennent chacune trois fonctions inconnues soient a(k,t), F (t)et
Fy(kL) [ou o(k,t), G,(t) et G,(kL,) pour le champ scalaire]. Ces inconnues seront déterminées 4 I'aide de

contraintes de nature physique telles que:

le spectre croit en k* 4 Porigine;; le spectre décrit la zone inertielle en k=53 ; e spectre décroit aux trés grands

nombres d’onde suivant:

2a
exp( -~ (kn)")
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ou
4

exp{ -~ (k)" |
: "

pour le champ scalaire.

Les constantes d'intégration peuvent étre déterminées par normalisation du spectre

DOF(k ) - Gk, t)
JG R k= *0 e die =1

en relation directe avec I'expression de la “dissipation™:

"2 F(k, £) . ‘ " )sz(k t) dk
; T dk =1

Jo & Lo &o

On choisira comme medéle de transfert compatibles avec les conditions énumérées:

(k™ d
ot =" Ly
an” d
et
ki, d
ol 1) = - {mg—iﬁ—k—wln L.

On retrouve alors, parmi les solutions cinématiques les plus simples, la solution empirique donnée par Helland
[6,7] & partir de relations de Von Karman [8] et Pao [9]

Fik, t) = ag*3173 __._,.“_%i xp[-——éa(kn)‘”}] (27
* []+(kL)2]17/6 2 -
qui correspond 4 un spectre de transfert déterming:
a 11’3k5!'3 d oe ;3L5I3(kL)4
Tih.t ( e o3 28
T(k,t) = ﬁk% rx dr L )(U +U<L)2]17/6 ———exp[ — 2a(k’1) ] ) (28)

Le spectre unidimensionnel F,(k, ¢} calculé numériquement 3 partir de la relation (27) est compare aux
résultats expérimentaux [10-13] sur la Fig. 1. On notera que P'évolution de cette solution avec le nombre de
Reynolds est conforme 2 la réalité. Le spectre de transfert T(k, 1) est donné sur la Fig. 2. L’allure générale de la
fonction est respectée mais cette fois 'action du nombre de Reynolds surtout au niveau des grosses structures
parait surestimée.

En ce qui concerne le champ scalaire les solutions sont obtenues par un calcul tout a fait similaire, il vient:

Gk, t) = Bog LYY
et pour le spectre de transfert

H(k,t)=

(kas}4 "
[+ kL] ° expl —$B(kn,)*"] (29)
kL, e i
—13pSs (kL) p[*%ﬁ(kﬂufm] ); {303

é ({:”31{5"’3 d
....... ek
ak{ B dt

Les solutions obtenues ici pour le champ scalaire
donnent pour les petites structures un comportement
du spectre qui correspond a celui prévu par Corrsin
[14]. Si cette évolution peut étre acceptée quand les
nombres de Prandtl ou de Schmidt sont inféricurs ou
égaux & I'unité [16], elle devra étre rejetée quand ces
nombres sont trés supérieurs a 1, car elle ne permet pas
de retrouver le développement de Batchelor [15]
confirmé expérimentalement par les expériences de
(ibson et Schwarz [17] et celles de Grant Hugues
Vogelet Moilliet [ 18]. La “cassure” du spectre pour S¢
ou Pr » | ne peut pas étre représentée simplement ici
car elle nécessiterait par exemple T'utilisation dune
troisiéme échelle de similitude.

1l est alors important de préciser tout de suite le rle
joué par le nombre de Prandtl ou de Schmidt sur le
terme de transfert fui-méme:

Si Pon considére deux champs cinématiques 'un de
viscosité v, Pautre de viscosité v,, on sait que les

Ink, ) (ﬁg,,r

0 [}-}’(kL )2]17/6

spectres d'énergie sont confondus aux grands nombres
d’onde dans la représentation réduite F(kn)ivin.
Soit maintenant un scalaire de diffusivité y,
champ scalaire est porté par le’champ cinématique de
viscosité v, dans le cas ou le nombre de Prandt] ou de
Schmidt est égal & 1, les petites structures scalaires
sont, du point de vue qui nous occupe, pratiquement
confondues avec celles du champ cinématique v,. Par
contre si ce méme champ scalaire caractérisé par ; est
transporté par le champ cinématique de viscosité v, tel
que le nombre de Prandtl ou de Schmidt soit trés
différent de l'unité, on sait que les petites structures
scalaires peuvent étre trés différentes de celles du
champ cinématique v, (lequel reste identique au
champ v, quand il est considéré sous forme réduite).
Méme sous une forme réduite G (kn,)/0%n,, similaire
a celle utilisée en cinématique, et surtout quand Pr on
Sec » 1 les spectres sont fortement modifiés aux grands

81 le
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oR, =561
o R, =250

-

J 1

- o R, =3660 Grant {1968} E
« R, =750 Kistier (1966}

aR, =72 Comte-Bellot et Corrsin (197} X
-2|— aR; =50 Van Alta (1969} _

T T |

P\

\o B

] ! ]

-4

-2 0

in k‘n

Fic. 1. Evolution du spectre F,, calculé en fonction de Re; et comparaison avec 'expérience.

T T T l
R, =30

e R, =40 | Rel 28
e R, #50

50;"

= l i

e

———l
b

T

paes
-
-

|

~50

0.2 0.4 0.6 o8
kn

Fi1G. 2. Evolution du spectre de transfert T(k, ) en fonction
de Re ;.

nombres d’ondes, ¢’est donc que Péquation:

% Gk, t)~H(k,t) = —2yk*G(k,1) (22)
voit ses solutions sous forme réduite oy non, altérées
aux grands nombres d’ondes par le jeu du transfert H.
Le transfert cinématique T{kn)/v} restant inchangé
dans cette région du spectre, le transfert scalaire
H{kn,)/v8% ne peut évoluer dans cette région que par
I'effet du nombre de Prandt! ou de Schmidt.

Cet effet du nombre de Prandtl ou de Schmidt sur le
spectre de transfert aux grands nombres d’ondes n’a
pas été pris en compte dans la solution de Corrsin 1964
et par conséquent dans la relation 29 ce qui explique
certaines difficultés rencontrées lorsque Pr ou Sc » 1.

Le nombre de Prandtl ou de Schmidt agissant
essentiellement sur les petites structures stationnaires
du spectre nous tenterons un meilleur ajustement en
nous limitant par la suite au domaine des grands
nombres d’ondes.

TIL. EFFET DES PROPRIETES MOLECULAIRES
SUR LES FINES STRUCTURES DE SPECTRE
Un ajustement des modéles algébriques sera tenté
dans ce domaine en utilisant toujours ia formulation:

d
H(k) = — 5‘12 a, (k)G (k).

On postulera les conditions suivantes:

Les petites structures sont stationnaires sur
Pintervalle k,,o0 ce qui implique un nombre de
Reynolds suffisemment grand.

La solution G(k) doit vérifier dans la zone inertielle
du spectre

G(k) ~ Pre,e™ k=5,

La contribution des petites structures 4 l'intégrale
du spectre de “dissipation” est prépondérante:
=l
gy 2yJ k*G(k)dk. {31)
La solution G(k) doit présenter aux trés grands
nombres d’onde une fonction de coupure que Yon
prendra égale 4:

exp{ - ,82(k’?0}2 ~gu(k)} (32}

ou #, est une échelle du type Kolmogorov 4 définir, §,
une constante, g,{k) unc fonction croissante avec k.
Cette forme de fonction de coupure avec un terme en
—k* dans I'exponentielle est discutable. Elie peut étre
choisie si I'on veut que la solution des équations de
bilan spectral porte déja la marque des phénoménes
qui deviendront prépondérant dans la période finale
de la turbulence bien que ce stade corresponde 4 une
situation hors d’équilibre (voir Section 1).
L’équation (22) sous la forme:

8
H(k) = ——{o,(k) G(k)} = 9k*G(k)  (33)

ok
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admet comme solution:

&y e
G(k) = ——exp< — - dk
3 B B P
apres calcul de la constante d’intégration par (31). La
fonction g,(k) précédemment introduite dans la re-
lation (32) sera telle que:

(34)

. £
Gik) =~ exp{ — B (kn.)* = gu(k)}.
(TU(k)
En supposant les exponentielles bornées dans le
domaine considéré, I'identification de 34 et 35 donne
avec I'ajustement de la solution dans la zone inertielle:

3By v

- 4,3
2C "

golk)

(36)

C’étant la constante d’intégration qui ne pourra étre
calculée quaprés voir défini P'échelle caractéristique 1,
intervenant dans (32). La solution cherchée s’écrit
alors [57]:

1.3
Gk) = Biee 1Pk j( 1 A—C&nﬁiv—kz‘fj )
By 7 /
: ) 3 yk4/3{
xexp%~ﬁz(k1](,) —Eﬁj‘c’;,—;(

Le choix de léchelle caractéristique du champ
scalaire est lié 4 la détermination des paramétres
physiques prépondérant dans cette zone du spectre.
Les possibilités offertes sont résumées dans le tableau
suivant:

(37)

1172
e g2 =T = W/e) (a)
sl : ;
T, = (/e (b)
1,2
n=)"
T =(v/e)r=n, =
. /a}1i2
(e TS (v/e)! (c)
1 ‘ i .
o Ty = (7/5:)1 2 (d)
T T | r ] T
o Rust (1966)
44—
e Granatstein
(1966)
~—Batchelor
2+ -1
Ll
~
0 m
3¢
Mg
w
WO -
£
Py . ]
i L A J L | p
-4 -2 ¢} 0] }
tnk ng

FiG. 3. Comparaison avec l'expérience, des spectres F,
calculés par la relation (38) pour Prou Sc < 1.

(35):

CLAUDE REY et JEAN MATHIEU

{a) construction purement cinématique (Kolmo-
gorov), (b) construction mixte, (¢) construction mixte
(Batchelor), (d) construction scalaire (Corrsin).

Avant d’atteindre la région spectrale ou les phéno-
meénes moléculaires deviennent important les struc-
tures turbulentes évoluent 4 un taux régi avant tout
par le mécanisme turbulent cinématique.

I est alors naturel de penser que le temps caractéris-
tique z = (v/&)''? joue un role irremplacable, et cette
derniére remarque élimine les combinaisons (b) et (d}
{on notera que la construction classique des échelles
avec une vitesse et un temps ne permet pas de raisonner
simplement quand il s’agit d’'un champ scalaire, mais
I'introduction d’une “vitesse a caractére essentielle-
Jnent cinématique” donne les mémes conclusions).

Si Pr «< | la diffusion va jouer un role d’autant plus
important que le nombre de Prandtl ou de Schmidt est
petit, I'échelle caractéristique doit étre marquée par
d’ou:

104

'\r'yz
Hy = (——-v— ) = ]"

L&
La solution (37) s’écrit alors avec C = f,/f, [19]
G(k) = ﬁla(,g" 13- 5/3[1 +Prl;3(k’78)2/3]
x expl = By(kn )2 — 3, Pr 0k )*Y (38

Cette relation retrace graphiquement la solution de
Corrsin pour Pr < 1 (et la description de Batchelor
pour Pr > 1 voir Fig. 5). On notera dans cette solution
le jeu implicite du nombre de Prandtl dans la fonction
de coupure suivant que Pr < 1 ou Pr > 1, qui permet
de retrouver la solution de Corrsin sans n’avoir jamais
fait son choix d’échelle caractéristique.

Les courbes déduites dans la direction k, sont
comparées aux résultats expérimentaux de Rust et
Sesonske [20] et & ceux de Granatstein, Buchsbaum et
Bugnolo [217 (Fig. 3). Cette comparaison semble
satisfaisante avec la réserve que ces expériences ne font
pas apparaitre dans le spectre la loi en — 3 predite par
Gibson [22] et obtenue expérimentalement par Clay
[23] (voir Section IV).

Pour Pr » | il n'est pas évident de faire a priori le
méme choix que dans le cas ou Pr < 1. En effet 'action
de la diffusivité qui est de toute fagon implicite par le
jeu du nombre de Prandtl dans la relation (37)
pourrait ne pas intervenir dans le choix de Péchelle
caractéristique. Il y a donc en toute rigueur deux
possibilités.

Si on choisit 'échelle de Batchelor le modéle obtenu
redonne la description de Batchelor [15] (Fig. 4) qui
est généralement considérée comme la plus probable.

11 faut quand méme souligner que la comparaison
avec les expériences du Laboratoire de Gibson et
Schwartz [17] puis de Rust et Sesonstre [20] (Fig 5)
n'est pas totalement convainquante, méme si ces
résultats expérimentaux sont critiquables a cause des
problémes d’intégration des sondes de mesure. Les
résultats dans Pocéan, de Grant [ 18] ne peuvent pas
davantage étre pris comme référence 4 cause des
difficultés évidentes des mesures in situ et on re-
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F1G. 4. Evolution du spectre F,, calculé par la relation 38 en fonction du nombre de Prandtl. Pr > 1.
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calculés par la relation 38 pour Pr ou Sc > 1.

[y

- 1 T 1
5 —7
Grant (1968)
-5
2
-3 _ s
wo
o
— w
g
— -
—-3
= ] ] ] | -5
-3 -2 - o] | 2

tnk,n
t
F1G. 6. Instabilité des spectres de température mesurés dans
Pocéan pour une méme valeur du nombre de Prandtl.
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F1G.7. Evolution du spectre F, calculé par la relation (39)en
fonction du nombre de Prandtl, Pr > 1. Effet dela constante
B, pour un nombre de Prandtl fixé.

marquera (Fig. 6) linstabilité de la forme spectrale
obtenue. Dans ce dernier cas, la comparaison au
moyen des résultats de Batchelor nécessite un ajuste-
ment de la constante §, dont les valeurs varient de 0.72
a3z

Si Ton choisit maintenant, et uniquement pour
Pr> 1, comme échelle caractéristique, I'échelle
de Kolmogorov, Iéquation (37) devient avec
C = (B/By)Pr~2>
G(k) = Brese™ Pk~ 3P[1+ Prifi(kn)*]

x exp[ — B, (kn)* =3, Pr='Pkn)**].  (39)

Il est certain que la diffusivité qui n’apparait plus dans
la construction de I’échelle joue toujours un réle par le
biais du nombre de Prandtl, mais I’évolution du
spectre en fonction de ce dernier paramétre ne cor-
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F1G. 8. Comparaison aux expériences in situ, des spectres £,
calculés par les relations (38) pour Pr ou S¢ > 1 et pour deux
valeurs de la constante fi,.

respond plus 4 la description de Batchelor (Fig. 7).

Cette derniére relation (39) retrace pourtant de
facon correcte les spectres expérimentaux obtenus en
laboratoire pour Pr =7 et 44, Sc = 700 représentés
sur la Fig. 8, avec une valeur de la constante f§, = 0,25,
en quelque sorte universelle pour les expériences de
laboratoire. La relation (39) décrit aussi les ex-
périences de Grant [18], dans l'océan, a condition,
comme 1l avait été nécessaire avec le modéle de
Batchelor de modifier la valeur de la constante 8, soit
ici f, = 0,01 (Fig. 9).

On se rend compte ici que le probléme posé par
Peffet du nombre de Prandtl ou de Schmidt sur un
champ turbulent scalaire nécessite d'autres ex-
périences avec des nombres de Prandt] ou de Schmidt
trés différents de I'unité.

1V. REMARQUES POUR Pr OU S¢ « |
Gibson [22}, a montré l'existence d’une loi en —3
dans le spectre d’équilibre quand Pr ou Sc « {. Cette
loi, qui n’est pas donnée par le modéle précédent a été
obtenue expérimentalement par Clay [23] 11 est
possible d’apporter une modification du modégle pré-
sent de maniére a retracer totalement la description de
Gibson pour toute les valeurs du nombre de Prandtl
ou de Schmidt. Mais il n’existe pas dans le cadre strict
du modéle proposé ici, une hypothése physique simple,
analogue a la condition donnant la loi en —1, qui
puisse donner cette loi spectrale.
On a procédé ici par simple ajustement a la loi en
—3 de Gibson, qui correspond a I'expression:
) ﬁl_ 181/3k5/3[1 +APrwl/3(knB)4,/3]
k=T (A+Pri?)kn )27 + Atk )*
qui donne: (4 = 4.64, §, = 0.59)

(40)
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F16. 9. Comparaison avec les expériences in situ des spectres
.,y calculés par les relations (38) et (391

Glk) = frs,e e
L4+ {A4+Prt? )(kn“)“” ARS A{kr{“):
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L'évolution avec le nombre de Prandtl ou de
Schmidt du spectre unidimensionnel F,,(k,, t} déduit
de cette relation est donnée en Fig. 10 et correspond
pratiquement & la description de Gibson. La courbe
obtenue pour Pr =1 présente une légére inflexion
semblable a celle des courbes de nombre de Prandtl
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F1G. 10. Evolution du spectre F,, caleulé par fo relation (411
correspondant & la prédiction de Gibson (1968). en coordon
nées de Batchelor.
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supérieur a 1 ce qui a été observé expérimentalement
dans les spectres in situ [ 24]. On montre par ce dernier
ajustement les possibilités du modéle qui peut étre
facilement modifié pour retracer au mieux les résultats
expérimentaux. Ceux-ci ne sont malheureusement pas
nombreux et pas toujours fiables surtout pour Pr ou

Sc» 1.
CONCLUSION

La comparaison entre un champ scalaire passif et un
champ cinématique peut apporter un trés grand
nombre d’informations sur les mécanismes turbulents
du fluide. En effet s’il est certain que le champ turbulent
cinématique est essentiel pour lexistence du champ
turbulent scalaire, la mise en évidence d’une certaine
indépendance des structures d’un champ scalaire par
rapport 4 celles du champ cinématique montre la
complexité de la relation qui existe a fortiori entre les
deux champs. Cette indépendance apparente n’est pas
exclusivement le fait d’effets moléculaires au niveau des
petites structures, elle existe aussi pour les grosses
structures ou elle est plus directement liée aux gra-
dients [25].

Si une certaine indépendance existe dans le cas
simple des champs turbulents scalaire et cinématique
homogénes et isotropes, elle devrait étre présente dans
les termes de transfert. Aussi quand les transferts des
deux champs peuvent étre négligés, c’est 4 dire dans la
période finale de la turbulence, une liaison trés simple
doit apparaitre entre les deux champs. Cette liaison est
obtenue ici en remarquent que le champ turbulent
scalaire doit mourir au moins aussi vite que son
support cinématique.

Méme sous forme schématique, et en turbulence
homogéne et isotrope, la modélisation des termes de
transfert est extrémement délicate quand il faut rendre
compte des structures non stationnaires du spectre. Si
cette modélisation est possible en ce qui concerne le
champ cinématique ou I'on trace I'’évolution du spectre
en fonction du nombre de Reynolds, elle ne peut tenir
compte du jeu moléculaire au sein des petites struc-
tures, quand le nombre de Prandtl ou de Schmidt est
trés différent de l'unité. Aussi c’est dans ce domaine
particulier des petites structures stationnaires du
spectre quil faut se placer pour étudier a travers le
modéle proposé le role de ce dernier parameétre sur
les termes de transfert.

La solution obtenue dans ce dernier domaine est
telle que les propriétés locales du spectre d’équilibre
sont issues du modéle de transfert proposé et de la
forme de I’équation de bilan spectral, 4 travers un
paramétrage faisant intervenir le nombre de Prandtl
(ou de Schmidt). Une seule échelle caractéristique est
alors a définir dans le domaine spectral considéré, et
quelque soit le choix effectué entre les deux échelles de
Kolmogorov ou de Batchelor, il est possible d’ajuster
le modéle sur les résultats expérimentaux (on trouve
entre autre la solution de Corrsin, et la description de
Batchelor). Le spectre d’équilibre de Gibson [22],
présentant une loi en —3 si Pr ou Sc « 1, et vérifiée
expérimentalement par Clay [23], est obtenu par
ajustement du modéle de transfert a cette loi, ce qui
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montre son extréme flexibilité. De nouvelles ex-
périences a nombre de Prandtl trés différent de I'unité
seraient nécessaires pour faire un choix définitif parmi
les possibilité offertes. Elles devraient étre suffisem-
ment fiables et variées, pour tracer une évolution
expérimentale du spectre en fonction du nombre de
Prandtl ou de Schmidt, semblable a celle décrite
théoriquement sur la Fig. 14.
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COMPARISONS BETWEEN KINEMATIC AND SCALAR FIELD
IN SPECTRAL SPACE

Abstract—-At the present time heat and mass transfer in turbulent fields are of great interest specially when
the Prandtl (or Schmidt) number is very different from unity. First of all we present some results concerning
turbulent isotropic fields, when transfer terms are neglected. Simple connections between the fields are
emphasized if one supposes that the thermal fluctuating field is necessary supported by a kinematic one. With
a simple model of transfer we obtain an approximate solution of the overall spectrum. However such a
solution cannot give accurate information about the role played by the Prandtl {or Schmidt) number on the
small turbulent structures. Special interest is focussed on these small structures. Assuming an equilibrium
state and introducing the usual readjustments a general spectral function is given for scalar quantities.
Taking a convenient time scale this overall solution agrees with that of Batchelor and Corrsin.

VERGLEICH ZWISCHEN KINEMATISCHEM UND SKALAREM FELD
IN EINEM SPEKTRALEN RAUM

Zusammenfassung- Gegenwilrtig sind Wirmeiibertragung und Stoffaustausch in turbulenten Feldern von
groflem Interesse. speziell wenn die Prandtl- oder Schmidt-Zahl sehr verschieden von eins ist. Zuerst legen
wir einige Resultate vor fiir turbulente, isotrope Felder, wenn Ubertragungsterme vernachlissigt werden.
Einfache Zusammenhinge zwischen den Feldern werden hervorgehoben, wenn vorausgesetzt wird, daB ein
verdnderliches thermisches Feld notwendigerweise von einem kinematischen Feld herriibrt. Mit einem
einfachen Ubertragungsmodell erhalten wir eine Ndherungsldsung des gesamten Spektrums. Jedoch kann
eine solche Losung keine genaue Information geben iiber den Einflu der Prandtl- oder Schmidt -Zahl auf
die kleinen turbulenten Strukturen. Diesen kleinen Strukturen wird spezielles Interesse entgegengebracht.
Bei Annahme eines Gleichgewichtszustandes und Einfiihrung der iiblichen Vereinfachungen wird eine
allgemeine spektrale Funktion fiir skalare Grollen angegeben. Wird ein geeigneter Zeitmafistab gewiihit.
stimmt diese allgemeine Lsung mit der von Batchelor und Corrsin {iberein.

CPABHEHWE KMHEMATUYECKOIO M CKAJISIPHOTO [TONIEY B
CIEKTPAJILHOW OBJIACTH

Aunnotaudsi — B HacTosilee BpeMs HO/bILONK MHTEpeC Bbi3biBaeT Npodiema nepeHoca Ter.1a U Macchi
B TypOysienTHO#M 0Gnact, B ocoBeocTy, koraa uucno lNpanarnd (HImuaTa) 3HAUKHTE ILHO OT M-
YAeTCA OT €AUHHULLbI.

B cratbe cHAYalla PACCMATPHMBAIOTCS HEKOTOPbIE PE3Y/bTaThi HCCNEIOBAHMH TypOYICHTHLIX
W30TPONHBIX NoJei Npy npexebpexennn oOMeHHbIME dnedamy. TToa4epkuBaeTca Haanure NPOCTLIX
cBf3eil MeXAy TONSAMUM B TOM ¢llyyae, eCjid NPEANONaraercs, YTo TEMJ0BOe Ny/AbCaliBOHHOE noc
0683aTeTbHO YCHIUBAETCSH KMHEMATHUECKHM. 3aTeM C MOMOLUBIO NMPOCTOR MOJeIN HEePEHOCa 101y~
yeHo NpuUbNMKEHHOE PELICHHE AR BCero cnexTpa. (IHAKo, TaKoe pelieHue HC MOKET 1aTh
TOYHYo BH(OPMALMIO O TOM BAMsHuHM, xoTopoe 4ucio [lpanatas (llimuara) oxaisisaer Ha
HeBonpiline TYPOYNCHTHEIE CTPYKTYPBI. DTy HeGOMbiHE CTPYKTYPh! BBI3LIBAIOT OcolLIH nuuTepec. B
[IPCATIONOKEHHE HANMYMA PAaBHOBECHOTD COCTORHKS U NOC/IE COOTBETCTBYOWMUX npeobpasoranuit
Qony4eHa cCnexkTpanbHas GyHKkuMs s ckanapubix pennuuH. [lpu snibope cooTseTcTByOUIErO
maciitaba BpeMeny npeanaraemoe ofulee peweHue coBnanaeT ¢ pewetuem biruetopa u Koppeuna.,



