
Int. J. Heat Maas Transfer. Vol. 21, pp. 1009-1018 

g; Pergamon Press Ltd. 1978. Printed in Great Britain 

0017-9310!78/0801-1009 $OZ.lWO 

ETUDE SPECTRALE DES MECANISMES D’ECHANGE ENTRE 
CHAMP CINEMATIQUE ET CHAMP SCALAIRE 
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Ecole Central de Lyon, Laboratoire de Mkcanique des Fluids, 69130 Ecully, France 

(Rep le 3 Novembre 1977) 

R&urn&A l’kpoque actuelle, les transferts de chaleur et de masse dans les kcoulements turbulents sont d’un 
tris grand i&r&t, tout spkialement quand le nombre de Prandtl ou le nombre de Schmidt est tris diffkrent de 
I. Nous prksentons tout d’abord quelques rbultats concernant les champs turbulents isotropes quand les 
termes de transferts sont nbgligks. Des relations simples entre les deux champs peuvent itre mises en Cvidence 
si on suppose que le champ thermique est ndcessairement contr8lC par le champ cinkmatique. Avec un 
mod6le simple concernant les termes de transferts, on obtient une solution approximative valable pour 
I’ensemble du spectre. Cependant, une telle solution ne peut pas donner d’informations prkcises quant au r81e 
joti par le.nombre de Prandtl ou le nombre de Schmidt sur les petites structures turbulentes. Un intkr&t 
spkcial est port& sur les pet&es structures en supposant un ttat d’kquilibre et en introduisant un certain 
nombre de rkajustements classiques, une forme spectrale est don&e pour les quantitts scalaires. En 
choisissant une Bchelle de temps convenable, cette solution g&kale est conforme g celle donnte par 

Batchelor et Corrsin. 

NOMENCLATURE Symboles grecs 

F(k, t), spectre tridimensionnel d’tnergie; 
F,,,,(k,, t), spectre unidimensionnel dans la 

direction k,, des fluctuations de 

la composante ui de la vitesse ; 
F,,,,(k,, t), spectre unidimensionnel dans la 

direction k,, des fluctuations 
scalaires ; 

constante de Kolmogorov; 

constante d’obukhov-Corrsin ; 
coefficient de diffusiviti du champ 
scalaire ; 
dissipation ; 
egalisation scalaire ; 

g,,(k), fonction du nombre d’onde; 
G(k, t), spectre tridimensionnel des quantitls 

scalaires ; 
H,(x), polynome d’Hermite; 

H (k, t),spectre tridimensionnel de transfert 

echelles de 16ngueur de Kolmogorov, 
Corrsin et Batchelor ; 
echelle de longueur scalaire, du type 
Kolmogorov; 

k, 
k 17 

L, L, 

Pr, 
,Z 

4 ? 

scalaire ; 
module du nombre d’onde; 
projection du nombre d’onde dans la 
direction 1 ; 
echelle inttgrale de longueur 
cinlmatique et scalaire; 
nombre de Prandtl ; 
= ~4;’ + ~4;” + 14;’ et t.4; = (2)“’ ; 

Qii(r,t), = Ui(P).Ui(P*); 

Qoo(r, ~1, = Q(P). W’*) ; 
r2, = <:+<:+s: = P?*2; 
Re,, nombre de Reynolds de la turbulence; 

SiKia = u,(P).u,(P).u,(P*); 

S ,JKO, = LqP).u,(P).o(P*); 

SC, nombre de Schmidt ; 
T(k, t), spectre tridimensionnel de transfert 

cintmatique ; 
u,, u2, uj, composantes de la fluctuation du 

vecteur vitesse instantanl; 

UK, echelle de vitesse de Kolmogorov; 
x1, x2, x3, referentiel de base orthonormi. 

* Maitre assistant. 
t Professeur. 

fluctuation des quantitCs scalaires 
8’ zz (F)liZ ; 

echelle scalaire du type Kolmogorov ; 
micro&helles de Taylor cinbmatique 
et scalaire ; 
viscositi cinematique; 

rI, t2, t3, composantes de P?*. 

cr(k, t), taux de transfert donnant le flux zi 
travers le nombre d’onde k; 

7, = (V/E)“‘, temps caracttristique du 
transfert spectral ; 

XP = r/(8~t)“~ ,x0 = rl(8yt)‘~2, 
variables physiques adimensionnelles. 

LES PROBL~MES de transfert de chaleur et de masse ont 
retenu depuis longtemps l’attention des industriels et 

des chercheurs. L’idle de se r6fbrer pour les traiter A la 
cinlmatique du champ, a conduit d l’analogie de 
Reynolds qui ne cesse pas d’itre utile au moins dans les 
cas simples. La fragilitC de cette approche fut signalCe il 
y a vingt ans environ, quand fut mise en doute la rlalitC 
physique du coefficient de diffusion turbulente in- 
troduit par Boussinesq. Fondamentalement I’assi- 
milation d’un transfert d’une quantitk scalaire au 
transfert d’une quantitC vectorielle parait delicate ne 
seralt-ce que SI I’on se place au niveau de 1’homogCnCitC 
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math~matique du probleme. Des compar~~isolls cn! rc oti ler Ii,,_ I sont les polynomes d‘Hermite. 7., 
grandeur de meme nature tensoriefle paraitraient plw. = r!(&T)’ 2 &, = r,:fXyt)’ z. 
plausibles et c’est ce que suggerent Fulachier et I kmas L’ajustement des constantes intervenant dans ccs 
[ 11 une certaine evidence algtbrique apparaissant ior\ solutions devra tenir compte entre autre de l’equation 
dune comparaison dans le cadre de champs turbulents de continuite. Cette derniere imphque la nullite de 
homogines [I]. l’inteprale du moment d’ordre deu\ wit. 

L’histoire d’un scalaire depend d’autant plus de la 

cinimatique sow-jacente que les nombres de Prandtl 
ou de Schmidt sent voisins de I’unite. Une meilleure 

comprehension des phenomenes implique necessaire- 
ment l’emploi de fluides particuliers prbentant des 

proprietes moleculaires succeptibles d’assurer LI~I cer- 

tain decouplage: si le nombre de Prandtl ou dc 

Schmidt est tres petit les phenomenes de di~usio1~ 
I’emporteront, dans le cas contraire (Pr ou SC, I i it: 
role de ia cinematique doit itre important quelles que 
soient les echelles concern&es. 

1 ‘1 / 

d’ou 4, z- 0. I’our le moment d’ordre qua&e ii vicnt 

alors : 

On s’efforcera de relier entre elles les id&es qul ont pu 

etre Cmises concernant les mtcanismes. en se plaeant le 
plus souvent dans l’espace spectral. Malheureusement 
une certaine penurie de resultats experimentaux fiablcs 

se fait sentir, aussi bien lorsqu‘il s’agit d’etudier 

I’evolution de quantites scalaires dans la periodc finale 
de la turbulence, que lorsqu’on cherche a d&erminer 

I’evolution, de ces memes champs scalaires. dans des 
Ruides a nombre de Prandti ou de Schmidt tres 

differents de I’unite. 

= ~.~~,j+q~y~~” : {“I“ 1S i 

Dans ce cas particuher cette integrale est invariante. 
les moments d’ordre superieur donnant des fonction\ 

du temps si il, # 0. En bref on peut dire que la nullite 
de l’inteprale d’un moment conditionne en partie la 
geometric de la courbe de correlation, tandis que la 
constante de l’integrale suppose une ccrtaine dyn:~\- 

mique des structures. 
Parallelement on trouve pour le champ scalaire: 

f ’ r”Q,,,;ifr = _!? (8.. iz 2x1 z 
-l ’ 

$0 \ 

.o 

ct 

1. REMARQUES CONCERNANT LA PERIODE FINALE 

D’EVOLUTION DE LA TURBULENCE ISOTROPE 

Dans un premier temps on s’efforcera de tirer un 
certain nombre d’information des equations de cor- 
relation en deux points P et P* distants de ~(5~ )pour les 
champs cinematiques et scalaires: 

Dans le cas oi les effets non liniaires sont negliges, ii 
existe alors des solutions exactes aux relations simp- 

lifiees : 

(3) 

don&es par Agostini et Bass [3] sous la forme: 

(5) 

Qdr, r) = 
B BZ 1 H, (x0) + - H3(x,J t3/2 t5’2 

De meme que I’incompressibilite du Huide entraine une 
condition sur la constante A,. soit ,4, = 0, une con- 
dition physique doit irtre recherchee de facon $ de- 
terminer la constante B, relative au champ scalaire. 

Pour ( --+ -x et r = 0 les solutions 5 et 6 donnent 

compte tenu de (71: 

ce qui entrainerait: 

lim 
(I”( I) 

t ,I <,‘L([) =- ’ 

ceci laissernit penser qu’il puke csister dcs liuc- 
tuations du champ scalaire 0. sans fluctuation dc 

vitesse, situation que nous rejeterons. 
En consequence nous penserons quc la limite du 

rapport f~‘2(t)~~~‘2(t) doit Btre tinie ou it In rigueur nullo. 
condition qui entraine la nulliti de la constante tf, 
itltcrven~~nt dans la soiution scalaire (6). Par suite. 
l’invariant de Corrsin [4] pour Les quantites scalaircx 

est nul, soit: 
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ce qui introduit un nouvel invariant scaiaire analogue 
a l’invariant cin~matique (8) dans le cas particuher de 
la pdriode finale de la turbulence scalaire. 

Les equations de bilan spectral &rites dam ce mime 
cas particulier ou les termes de transfert sont negliges 
deviennent: 

-$ F(k, t) = -2vk’F(k, t) 03) 

$ G(k, t) = -2yk2G(k, t) (14) 

leur solution exacte, compte tenu des considerations 
physiques precederues est don&e par [2,5]: 

F(k, t) = - 128~~(2v~~)“*k4exp( -2vk*t) (1.5) 

T = -; cr(k, t)F(k, t) 

H = -; o,,(k, t)G(k, t). (20) 

Nous now attacherons plus specialement au type de 
liaison possible entre champs scalaires et champ de 
vitesse. On peut tenter de resoudre les Cquations de 
bilan spectral 

; F(k, t) - T(k, t) = - 2vk2F(k, t) 

~G~k,t)-~{~~)= -2yk2G(k,t) 

(21) 

(22) 

G(k, t) = - 128B2(2y/n)‘)2k4exp( -2yk’t). (16) par une schimatisation de la solution. Pour un nombre 

Les relations de passage entre les structures du de Reynolds Re, suffisamment grand celle-ci sera mise 

champ scalaire et celles du champ cinematicme sous la forme [S] : 

s’ecrivent dans respace spectral: - 

G(k/y1’2, t) = Pr- i’2(~~/~~)~(k/v1/2, t) 

= Pr- “2(@‘z/q’2),(k/v1’2, t) (17) 

W, t) = ~~(~).~~(k~).~~(k~) 

G(k, E) = G,(t).G,(kL,,).G,(ky,,) 

(23) 

(24) 

et dans l’espace physique 

Q~,II(~yl”I t) = (e,2/4’2)Qii(rv”2, t). 08) 
La liaison entre les deux champs ~n~matique et 

scalaire est done explicitee dans ce cas particuher de la 
turbulence isotrope examin&. dans sa periode finale. 

od L et I_,,, sont des echelles integrales de longueur, 
dependantes du temps, correspondant a une hypothese 
de similitude sur les grosses structures du spectre, r~ et 
q,, sont des echelfes caract~ristiques des petites struc- 
tures correspondant a une hypothese de similitude sur 
les petites structures. kinsi se trouvent introduites 
deux metriques correspondant chacune fi une region 
du spectre. Si ces deux metriques sont soit constantes, 
soit des fonctions puissance du temps, elles sont reliees 
par : 

IL ETUDE PHENOMENOLOGIQUE DES 
FONCTIONS SPECTRAL&% F ET G DANS LE CAS 

DE LA TURBULENCE ISOTROPE 

On sait par les resuftats ex~rimentaux que les 
grosses structures des spectres cinematiques et ther- 
miques vont rester sensiblement liies, cette de- 
pendance ne subsistera pas pour les petites structures 
qui vont se differentier fortement suivant la valeur du 
nombre de Prandtl. On peut dans ce cas prendre en 
consideration Ie spectre de transfert ri travers un 
modele du type Onsager que I’on icrira 

et 

ou Q et b sont des constantes a determiner. La solution 
des 6quations est alors donnie sous la forme [5] : 

F(t t) 
ko$lntl+4ko,t) 

p= 
F(k,, t) 

k$lnr,-ta(k,t) 

exp - dk (25) 

k,$~nrll,f~,,(ko~~J 2yk”f$lnG,(t)- 
B In G,(kl;,,) d 

G(k, t) fk 3 In k 1 z In fhl 
--..---= 
“,I .\ * exe- I dk (26) 

ou k, est tres voisin de zero. Ces relations contiennent chacune trois fonctions inconnues soient o(k, t), F,(t) et 
F,(kL) [ou u(k, t), G,(t) et G,(kL,,) pour le champ scalaire]. Ces inconnues seront determintes a I’aide de 
contraintes de nature physique telles que: 

le spectre croit en k4 ri l’origine; fe spectre decrit la zone inertielle en k- 
nombres d’onde suivant: 

5’3 ; Ie spectre decroit aux tres grands 

exp(-; (kf) 



pour le champ scalaire. 
Les constantes d’integration peuvent itre determinbes par normalisation du spectre 

en relation directe avec I’expression de la “dissipation”: 

I 
‘*“’ i:iz:;‘k’ ‘) dk = 1 ’ jkf~;!.!_! dk = 4. -. -. “.. 

.o .‘ 0 
On choisira comme modele de transfert compatibles avec ies conditions enumirees: 

On retrouve alors, parmi les solutions cinematiques les plus simpies, la solution empirique donnee par Helland 
[h, 71 B partir de relations de Von Karman [8] et Pao [9] 

F(k, t) = c#JL5,3 -- .__!EL_ exp[ +(ki?)3’3] 

[I -h(kL)2]‘7’6 

qui correspond ri un speetre de transfert determine : 

(7X) 

Le spectre unidimensionnel F,,(k,t) calcule num~riquement a partir de la relation (27) est compare ;SUY 

r&hats experimentaux [lo-131 sur la Fig. 1. On notera que I’evolution de cette solution avec le nombre de 
Reynolds est conforme a la realite. Le spectre de transfert T(k, t) est donne sur la Fig. 2. L’allure get&ale de la 
fonction est respectee mais cette fois I’action du nombre de Reynolds surtout au niveau des grosses structures 
parait surestimie. 

En ce qui concerne le champ scalaire les solutions sent obtenues par un calcul tout a fait similaire, il vient: 

G(k, t) = jJc,,c-- “3c, A f&f” _...__ --_-_exp[ _~$@(kq,,)~J3] 
[I + &L,,)2]1”6 

et pour ie spectre de transfert 

Les solutions obtenues ici pour le champ scalaire 
donnent pour les petites structures un comportement 
du spectre qui correspond & celui prevu par Corrsin 
[la]. Si cette evolution peut 6tre acceptee quand les 
nombres de Prandtl ou de Schmidt sont inferieurs ou 
Cgaux B I’unite [ 161, elle devra etre rejetee quand ces 
nombres sent trb superieurs a 1, car elle ne permet pas 
de retrouver le developpement de Batchelor [IS] 
confirmi: exp~rimentaiement par les experiences de 
Gibson et Schwarz [17] et celles de Grant Hugues 
Vogel et Moilliet [IS]. La “cassure” du spectre pour SC 
ou Pr >> 1 ne peut pas Qtre reprtsentb simplement ici 
car elle necessiterait par exemple I’utihsation d’une 
troisieme echelle de similitude. 

11 est alors important de preciser tout de suite le role 
jout par le nombre de Prandtl ou de Schmidt sur le 
terme de transfert lui-m&me: 

Si l’on considire deux champs cintmatiques I’un de 
viscosite rI I’autre de viscosite v2, on sait que les 

spectres d’inergie sont confondus aux grands nombres 

d’onde dans la representation reduite F(/q)it.~r~_ 

Soit maintenant un scalaire de diffusivite ;‘. si le 
champ scalaire est Porte per le.champ ~in~rnati~u~ de 
viscosite vI dans le cas ou le nombre de Pcandtl ou de 
Schmidt est egal i 1, les petites structures scalaires 
sont, du point de vue qui nous occupe, pratiyuement 
~onfondues avec celles du champ cin~matique I*~. Par 
contre si ce meme champ scalaire caracterist par ;’ est 
transport6 par le champ cinematique de viscosite r2 tei 
que le nombre de Prandtl ou de Schmidt soit tres 
different de knit&, on sait que les petites structures 
scalaires peuvent etre tres differentes de celles du 
champ cinematique v2 (lequel reste identique au 
champ 1.r quand if est considere sous forme reduite). 

Mime sous une forme reduite G(kq,,)/&,,, similaire 
a celle utilisee en cintmatique, et surtout quand I’r (or] 
SC >> I les spectres sont fortement modifies RUY gr:mda 
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FIG. 1. Evolution du spectre F,, cakuld en fonction de Re, et comparaison avec I’expbrience. 

Etude spectrale des mkanismes d’bchange 

8* 
- Rel. 27 

Comte- Bellot et Corrsin tt%‘i) 
= 50 Van Alto (1969) 

ln k, r) 

28 

~ 

FIG. 2. Evolution du spectre de transfert T(k, t) en fonction 
de Re,. 

nombres d’ondes, c’est done que l’equation: 

$ G(k, t) -H(ln, t) = -2yk’G(k, t) (22) 

voit ses solutions sow forme reduite ou non, alterees 
aux. grands nombres d’ondes par le jeu du transfert H. 
Le transfers c~n~matiqne ~(k~)/~~ restant inchange 
darts cette region du spectre, le transfert scalaire 
~(k~,,)/v~~~ ne peut tvoluer dans cette region que par 
I’effet du nombre de Prandtl ou de Schmidt. 

Cet effet du nombre de Prandtl ou de Schmidt sur le 
spectre de transfert aux grands nombres d’ondes n’a 
pas et& pris en compte dans la solution de Corrsin 1964 
et par consequent dans la relation 29 ce qui explique 
certaines difficultts rencontrtes lorsque Pr ou SC a 1. 

Le nombre de Prandtl ou de Schmidt agissant 
essentiellement sur les petites structures stationnaires 
du spectre nous tenterons un meilleur ajustement en 
now distant par Ia suite au domaine des grands 
nombres d’ondes. 

III. EFFET DES PROPRIETY MOLECUL~rRES 
SUR LES FINES STRUCWRES DE SPECTRE 

Un ajustement des modeles algebriques sera tente 
dans ce domaine en utilisant toujours la formulation: 

H(k) = -; a,,(k)G(k). 

On postulera les conditions suivantes: 

Les petites structures sont stationnaires sur 
l’intervalle k,, co ce qui implique un nombre de 
Reynolds suffisemment grand. 

La solution G(k) doit verifier dans la zone inertielle 
du spectre 

G(k) w &s,,~-~‘~k-~‘~. 

La contribution des petites structures a I’integrale 
du spectre de “dissipation” est preponddrante : 

cc 
6, = 2y 

s 
k’G(k)dk. (31) 

k, 

La solution G(k) doit presenter aux trb grands 
nombres d’onde une fonction de coupure que l’on 
prendra Cgale a: 

exp f - ~~~k~~~)’ - g,,(k)1 (32) 

oti qti est une echelle du type Kolmogorov B dcfinir, pZ 
une constante, g,,(k) une fonction croissante avec It. 
Cette forme de fonction de coupure avec un terme en 
- kZ dans l’exponentielle est discutable. Elle peut Btre 
choisie si l’on veut que la solution des equations de 
bilan spectral parte deja la marque des phenomenes 
qui deviendront preponderant dans la periode finale 
de la turbulence bien que ce stade corresponde a une 
situation hors d’equilibre (voir Section 1). 

L’equation (22) sous la forme : 

a 
H(k) = --% ~~,~(k).G(k)~ = %k2G(k) (33) 
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admet comme solution : 

apres calcul de la constante d’intkgration par (31). La 

fonction g,,(k) prCcCdemment introduite dans la re- 
lation (32) sera telle que: 

G(k) = ;~“hexp{ -lj2(k~,,)2-yl,(k)). (35) 
// 

En supposant les exponentielles bornCes dans le 

domaine consid&+, I’identification de 34 et 35 donne 

avec l’ajustement de la solution dans la zone inertielle: 

C’Ctant la constante d’intigration qui ne pourra 6tre 
calculCe qu’apres voir d6fini I’kchelle caract&istique q,, 

intervenant dans (32). La solution cherchCe s’lcrit 
alors [S] : 

Le choix de I’Cchelle caractkristique du champ 
scalaire est li& j la d&termination des paramktres 
physiques prCpondCrant dans cette zone du spectre. 

Les possibilitCs offertes sont rCsumtes dans le tableau 

suivant: 

(\‘T,,)’ 2 
T,, = T = (v/c)‘:~ (a) 

5,) = (:‘ii:)‘lz (b) 

(;‘~,,)“z 
T,, = T = (v/,)1,2 Cc) 
T,, = (;lqf:y ‘2 (d) 

1 I 
o Rust (1966) 

. Granatstetn 

- - Eotchelor 

0 ” 

I” k, qs 
FIG. 3. Comparaison avec I’expCrience, des spectres F,,,, 

calcults par la relation (38) pour Pr ou Sc < I 

(a) construction purement cinkmatique (Kolmo- 

gorov), (b) construction mixte, (c) construction mixte 
(Batchelor), (d) construction scalaire (Corrsin ). 

Avant d’atteindre la r&ion spectrale od les pheno- 
m&es molCculaires deviennent important les struc- 
tures turbulentes Cvoluent ii un taux r&i avant tout 
par le mCcanisme turbulent cinkmatique. 

I1 est alors nature1 de penser que le temps caractkris- 
tique t = (\./s)“‘joue un rtile irremplac;able, et cettc 

derniire remarque klimine les combinaisons (b) et. (d) 
(on notera que la construction classique des Cchelles 

avec une vitesse et un temps ne permet pas de raisonnel 
simplement quand il s’agit d’un champ scalalre, mais 
l’introduction d’une “vitesse Li caract&e essentielle- 
ment cinlmatique” donne les m6mes conclusions). 

Si Pr ii I la diffusion va jouer un role d’autant plus 

important que le nombre de Prandtl ou de Schmidt 2st 
petit, l’tchelle caractkristique doit 6tre marquCe par :’ 

d’oti : 

La solution (37) s’Ccrit alors avec C‘ = f11;B2 [ 131 

Cette relation retrace graphiquement la solution de 
Corrsin pour Pr < 1 (et la description de Batchelor 
pour Pr > 1 voir Fig. 5). On notera dans cette solution 
le jeu implicite du nombre de Prandtl dans la fonction 
de coupure suivant que Pr cl 1 ou Pr > 1. qui permet 
de retrouver la solution de Corrsin sans n’avoir jamais 
fait son choix d’Cchelle caractkristique. 

Les courbes dCduites dans la direction k, sent 
comparees aux rCsultats expkrimentaux de Rust et 
Sesonske [20] et j ceux de Granatstein, Buchsbaum et 

Bugnolo [21] (Fig. 3). Cette comparaison semble 
satisfaisante avec la &serve que ces expkriences ne font 
pas apparaitre dans le spectre la loi en - 3 prCdite par 
Gibson [22] et obtenue expCrimentalement par Clay 
[23] (voir Section IV). 

Pour Pr n 1 il n’est pas lvident de faire a priori ic 
m&me choix que dans le cas oti Pr “; I. En effet I’action 
de la diffusivitl qui est de toute faGon implicite par le 
jeu du nombre de Prandtl dans la relation (37) 
pourrait ne pas intervenir dans le choix de I’&chelle 
CaractCristique. II y a done en toute rigueur deux 

possibilitCs. 
Si on choisit 1’Cchelle de Batchelor le modZle obtenu 

redonne la description de Batchelor [15] (Fig. 4) qul 
est gCnCralement considCrCe comme la plus probable. 

11 faut quand m&me souligner que la comparaison 
avec les expkriences du Laboratoire de Gibson et 
Schwartz [17] puis de Rust et Sesonstre [20] (Fig. 5 J 
n’est pas totalement convainquante, m&me si ces 
rttsultats explrimentaux sont critiquables g cause des 
probltmes d’inttgration des sondes de mesure. Les 
rtsultats dans l’ocean, de Grant 1181 ne peuvent pas 
davantage etre pris comme rCf&rence li cause des 
difficult&s Cvidentes des mesures ii? sirs et on rc- 
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\ 
- Rel. 38 

I 
-2 0 2 4 6 

FIG. 4. Evolution du spectre F,,,, calcult par la relation 38 en fonction du nombre de Prandtl. Pr > 1. 

I’ 
\ I . o Gibson (1963) 

e Rust (1966) 

----corrs1n 

-- Batchelor 

1” k, T)~ 
FIG. 5. Comparaison avec I’exptrience, des spectres F,,,, 

calcults par la relation 38 pour Pr ou SC > 1. 

FIG. 6. Instabilitt des spectres de tempirature mesurks dans 
I’octan pour une mime valeur du nombre de Prandtl. 

I I I I 

=k- -Rel 39. 

-6 -4 -2 

ln k, ? 

FIG. 7. Evolution du spectre F,,,, calculi par la relation (39)en 
fonction du nombre de Prandtl, Pr > 1. Effet dela constante 

& pour un nombre de Prandtl fix&. 

marquera (Fig. 6) I’instabilitC de la forme spectrale 
obtenue. Dans ce dernier cas, la comparaison au 
moyen des rCsultats de Batchelor nCcessite un ajuste- 

ment de la constante /Iz dont les valeurs varient de 0.72 
A 13.2. 

Si l’on choisit maintenant, et uniquement pour 
Pr >> 1, comme ichelle CaractQistique, I’&helle 
de Kolmogorov, 1’Cquation (37) devient avec 
C = (~1/&)Pr-“3 

G(k) = /?1~,,~-1’3k-5/3[1 +Pr”3(kq)2’3] 

x exp[--fi2(kq)* -$/?,Pr-113(kq)413]. (39) 

11 est certain que la diffusivitk qui n’apparait plus dans 
la construction de I’Cchelle joue toujours un r6le par le 
biais du nombre de Prandtl, mais 1’Cvolution du 
spectre en fonction de ce dernier parametre ne cor- 



1016 CLAUDE Ri;u et JEAN MA? HIH: 

-- Botchelor 

-2 0 0 0 

I” k, 7) 

FIG. 8. Comparaison aux exptriences in situ, des spectres k,,,, 
calcults par les relations (38) pour Pr ou Sc > 1 et pour dew 

vnleurs de la constante [jz. 

respond plus a la des~riptit~n de Batchelor (Fig. 7 ). 
Cette dernikre relation (39) retrace p~)urt~~nt de 

facon correcte les spectres expkrimentaux obtenus en 
laboratoire pour Pr = 7 et 44, SC L=: 700 representes 

sur la Fig. 8, avec une valeur de la constante ,iIz = 0,25, 

en quelque sorte universelle pour les experiences de 
laboratoire. La relation (39) dicrit aussi les ex- 
periences de Grant [18], dam I’ocian, d condition, 

comme il avait et6 necessaire avec le modele de 
Batchelor de modifier la valeur de la constante /Iz soit 
ici fiz = 0,Ot (Fig. 9). 

On se rend compte ici que le probleme posk par 
l’effet du nombre de Prandtl ou de Schmidt sur un 
champ turbulent scalaire necessite d’autres ex- 

periences avec des nombres de Prandtl ou de Schmidt 
tres diikents de l’unite. 

IV. REMARQUES POUR Pr OU SC << 1 

Gibson [22], a montre l’existence dune loi en - 3 

dans le spectre d’equihbre quand Pr ou Sc K L. Cette 
loi, qui n’est pas donnie par le mod& prttcedent a CtC 
obtenue experimentalement par Clay [23]. 11 est 
possible d’apporter une modification du mod6le pre- 
sent de maniere & retracer totalement la description de 
Gibson pour toute les valeurs du nombre de Prandtl 
ou de Schmidt. Mais il n’existe pas dans le cadre strict 
du modCle propose ici, une hypothese physique simple, 
analogue a la condition donnant la loi en - 1, qui 
puisse donner cette loi spectrale. 

On a pro&de ici par simple ajustement i la loi en 
I- 3 de Gibson, qui correspond d I’rxpression : 

a(k) _ /I; ‘E’.13ks’“[1 +APr- “3(ky,)4’3] 
-2. (40) 

1 + (A + Pr’i3)(kq,)2’” + A(ky,) 

qui donne: (A = 4.64,@, = 0.59) 

L’evoiution avec le nombre de Prundtl WI de 
Schmidt du spectre unidimensionnel f,,,,(k,. t) deduit 

de cette relation est donnee en Fig. IO et correspond 
pratiquement d la description de Gibson. La courbu 

obtenue pour Pr = 1 presente une legire inllexion 
semblable a celle des courbes de nombre de Prandtl, 

I I ! I 

Pr=iO x 

~<--*‘I 4i 

-3 -e , 3 

Ink 7. 

En;. 10. Evolution du spectre b ,,,) calcule pa, IJ rcl.i:i\ri! iii 1 
correspondant B la prtdiction de Gibson (106X 1. en uuvJcw 

rites de Batchelor. 
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supirieur ti 1 ce qui a ItC observi: expkrimentalement 
dans les spectres in situ [24]. On montre par ce dernier 
ajustement les possibilitts du modkle qui peut itre 
facilement modifik pour retracer au mieux les rCsultats 
expkrimentaux. Ceux-ci ne sont malheureusement pas 
nombreux et pas toujours fiables surtout pour Pr ou 

SC >> 1. 

montre son extrime flexibilitk. De nouvelles ex- 
p&ewes i nombre de Prandtl trts difftkent de I’unitC 
seraient nkessaires pour faire un choix dkfinitif parmi 
les possibilitk offertes. Elles devraient &tre suffisem- 
ment fiables et varibes, pour tracer une Cvolution 
explrimentale du spectre en fonction du nombre de 
Prandtl ou de Schmidt, semblable $ celle d&rite 
thloriquement sur la Fig. 14. CONCLUSION 

La comparaison entre un champ scalaire passif et un 
champ cinkmatique peut apporter un trks grand 
nombre d’informations sur les mkcanismes turbulents 
du fluide. En effet s’il est certain que le champ turbulent 
cinbmatique est essentiel pour l’existence du champ 
turbulent scalaire, la mise en tvidence d’une certaine 
indkpendance des structures d’un champ scalaire par 
rapport B celles du champ cintmatique montre la 
complexitk de la relation qui existe & fortiori entre les 
deux champs. Cette indkpendance apparente n’est pas 
exclusivement le fait d’effets moliculaires au niveau des 
petites structures, elle existe aussi pour les grosses 
structures oi elle est plus directement like aux gra- 
dients [25]. 

Si une certaine indkpendance existe dans le cas 
simple des champs turbulents scalaire et cinkmatique 
homogknes et isotropes, elle devrait &tre prksente dans 
les termes de transfert. Aussi quand les transferts des 
deux champs peuvent &tre nkgligks, c’est i dire dans la 
plriode finale de la turbulence, une liaison trts simple 
doit apparaitre entre les deux champs. Cette liaison est 
obtenue ici en remarquent que le champ turbulent 
scalaire doit mourir au moins aussi vite que son 
support cinkmatique. 

MCme sous forme schkmatique, et en turbulence 
homogkne et isotrope, la modClisation des termes de 
transfert est extrkmement dklicate quand il faut rendre 
compte des structures non stationnaires du spectre. Si 
cette modklisation est possible en ce qui concerne le 
champ cinkmatique od l’on trace l’kvolution du spectre 
en fonction du nombre de Reynolds, elle ne peut tenir 
compte du jeu mokculaire au sein des petites struc- 
tures, quand le nombre de Prandtl ou de Schmidt est 
t&s diffkrent de l’unitk. Aussi c’est dans ce domaine 
particulier des petites structures stationnaires du 
spectre qu’il faut se placer pour ttudier g travers le 
modkle proposi: le r6le de ce dernier paramttre sur 
les termes de transfert. 

La solution obtenue dans ce dernier domaine est 
telle que les propriCtCs locales du spectre d’tquilibre 
sont issues du modZle de transfert propok et de la 
forme de l’tquation de bilan spectral, d travers un 
paramktrage faisant intervenir le nombre de Prandtl 
(ou de Schmidt). Une seule Cchelle caracttristique est 
alors i dkfinir dans le domaine spectral consid&& et 
quelque soit le choix effectuk entre les deux Cchelles de 
Kolmogorov ou de Batchelor, il est possible d’ajuster 
le modkle sur les rksultats expkrimentaux (on trouve 
entre autre la solution de Corrsin, et la description de 
Batchelor). Le spectre d’kquilibre de Gibson [22], 
prkentant une loi en -3 si Pr ou SC << 1, et v&if& 
expkrimentalement par Clay [23], est obtenu par 
ajustement du modtile de transfert $ cette loi, ce qui 
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CO~PARISONSBETWEEN KINEMATICANDSCALARFIELI) 
INSPECTRALSPAC~ 

Abstract--At the present time heat and mass transfer in turbulent fields are of great interest specially when 
the Prandtl (or Schmidt) number is very different from unity. First of all we present some results concerning 
turbulent isotropic fields, when transfer terms are neglected. Simple connections between the &Ids are 
emphasized if one supposes that the thermal fluctuating field is necessary supported by a kinematic one. With 
a simple model of transfer we obtain an approximate solution of the overall spectrum. However such a 
solution cannot give accurate information about the role played by the Prandtl (or Schmidt) number on the 
small turbulent structures. Special interest is focussed on these small structures. Assuming an equilibrium 
state and introducing the usual readjustments a generai spectral function is given for scalar quantities 

Taking a convenient time scale this overall solution agrees with that of Batchelor and Cornin. 

~ER~LEI~~ZWISCHEN KINE~ATISCHEM u~DSKALAR~~ f-mr~ 
IN EINEM SPE~TRALENRA~M 

Zusammenfassunp Gegenwlrtig sind W~rme~b~rtragung und Stoffaustausch in turbulenten Fcldcrn van 
groBem lnteresse. speziell wenn die Prandtl- oder Schmidt- Zahl sehr verschieden von eins ist. Zuerst lzgcn 
wir einige Resultate VOI- fiir turbulcnte, isotrope Felder, wenn Ubertragungsterme vernachkissigt werden. 
Einfache Zusammenhtinge zwischen den Feldern werden hervorgehobcn, wenn vorausgesetzt wird. dall ein 
verknderliches thermisches Feld notwendigerweise von einem kinematischen Feld herriihrt. Mit einem 
einfachen iibertragungsmodell erhalten wir eine N%herungslGsung des gesamten Spektrums. Jedoch kann 
eine solche LGsung keine genaue Information geben iiber den Einflul!, der Prandtl- oder Schmidt Zahl auf 
die kleinen turbulenten Strukturen. Diesen kleinen Strukturen wird spezielles Interesse entgegengebracht. 
Bei Annahme eines Gleichgewichtszustandes und Einfiihrung der iiblichen Vereinfachungen wird cinc 
allgemeine spektrale Funktion fiir skalare Gralkn angegeben. Wird ein geeigneter Zeitmailstab gewLhlt. 

stimmt diese allgemeine LGsung mit der van Batchelor und Corrsin tibcrein. 

CPABHEHME KMHEMATMYECKOl-0 M CKAJI~PHOI-0 l-IOJlF:ti B 
CIIEKTPAJIbHOfi OGJIACTM 

AHifoTauHR-- B HaCTORLUee 6peMH 60:lbUIOfi MHTepeC Bbl3blBaeT npO6neMa nepeHOCa-WIla Mhl,ZiiCbf 

8 Typ6yneHTHok o6nacTH, B OCO6e:HHocTM,KOrna qMCfl0 npaHATnR (UMHflTa) 3HavMTenbHO OT.,M- 

YaeTCII OT eAMHMllbl. 

B CTaTbe CHa'iNla pXCMaTpk4BWOTC~ HeKOTOpble p’3yJ-IbTaTbl MCCJleilOBaHH~ lyp@,‘ieHTHLlh 

H30TpOnHblX noneii "PM npeHe6pemeww 06MeHHblMM 9neNaMM. kL!PiepKWaeTC~ Ha;lHYMe "pOCTb!x 

csrr3eii ~ex~ny ~O~RMM 6 TOM cnysae, ecnM npennonaraeTcn, YT~ 7ennoBoe ny~lbCaUP?OHHOe nox 

06si3aTenbHo ycMnMaaeTcn KMHeMaTMYecKHM. 3aTeM c no~oubto npocToii M03e.w rrepekloca norry- 

YeHo npMt%n.iXeHHoe peluel_tHe nfl~ Bcero cneKTpa. OnHaKo, TaKOe ,,effleHMe HC MO~SCT XTb 

TO‘iHYK) ~H~Op~a~~~ 0 TOM BILMIIHHM, KOTOpO‘Z ZIMC:IO npaHZT,~R (UiMHfiGA) OKi3’3bIBaeT Ha 

He6Onb~~e Typ6y~eHTHble CTP’,KT,‘Pbl. 3’0, He6Onb~~e CTpyKiypbl Bbl7bl52iKfT OCO6blii MHTCI)CC. 8 

,~~~~~O~O~~~~~ Ha.nkiws ~~EHOBeCHO~O COCTOItHMR M nocne ~OOTBeT~TBy~~~X ~peo6pa3oi~aH~~ 

IlOjIy‘,eHa CEKTpanbHaSI +,'HWW DfiS4 CKaflSpHblX Be>YMYMH. flpki Bbi6Ope ~OOT6eT~T3y~~tiel~ 

MacluTaGa speMem4 npeanaraeMoe 06mee peureHi4e cosnaaaeT 5 peureliHeM f;Xqe;iopa M Koppcntia. 


